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Yaptigima anlarim.”

-Konfiicyiis

Onsoz

Egriler ve yiizeyler tarih boyunca insanlarin zihnini meggul etmistir. Benzerleri
Neolitik caglarda dahi bilinen Platonik cisimlerin simflandirilmasi Antik Yunan
uygarliginda yapilmigti. Egri ve yiizeylerin modern anlamda tanimlanip temel
ozelliklerinin ortaya konmasi ise Gauss ve Riemann gibi devleri bekledi. Riemann
Gauss’un yiizey ve egriler lizerine yaptigi ¢aligmalart miikemmellegtirip yiiksek
boyutlara tagiyarak bugiin artik diferansiyel geometri ve Riemann geometrisi ola-
rak bilinen alanlarin temellerini atti. Poincaré topolojik uzaylarin teorisine temel
grup ve homoloji gibi cebirsel nesneleri katarak geometri ve topoloji caligmalarin-
daki matematiksel kesinlik diizeyini artirdi. Homoloji teorisi yiizeyler i¢in bilinen
Euler formiiliinlin ¢cok daha genel bir 6zellik oldugunu ortaya koydu. Yiizeylerin
cebirsel topolojik ve diferansiyel geometrik ézellikleri arasindaki iligki, matematik
tarihinin en giizel teoremlerinden biri olan Gauss-Bonnet Teoremi’yle taglandi-
rildi. Giliniimiiz modern geometri ve topolojisinin Riemann-Roch ve Endeks Teo-
remleri gibi en giizel ve kuvvetli sonuclart Gauss-Bonnet Teoreminin derinlegmig
genellemeleri olarak goriilebilir.

Bu kitabin yazimi yazarin Gauss-Bonnet Teoremi’nin anlagilabilir bir kani-
tim1 fazlaca diferansiyel geometri kullanmadan sadece tiirevlenebilir manifoldlar
teorisi dilinde yazma arzusu ile 2010 yili Haziran aymda baslamstir. Ik basta sa-
dece yazarm ODTU’de vermis oldugu “Calculus on Manifolds” ve “Differentiable
Manifolds” derslerine ait notlarin kapsamli bir gekilde elden gecirilerek yazilmas:
amaglanmigti. Daha sonra ise Gauss-Bonnet Teoremi’nin genel hali ve bunu yap-
mak icin gerekli teorilerin de kitaba dahil edilmesine karar verildi. Olusturulan
bu teorilerin diger bircok sonucunu da kitaba eklememek olmazdi. Boylece kitap
vektor demetlerinin karakteristik siniflar1 ve gesitli uygulamalariyla son buldu. Su-
nu belirtelim ki Guillemin ve Pollack’in “Differential Topology” (|16]) adli kitab:
yvazarin model aldigr kaynaklarindan biridir. Bu kitap sadece igerigi bakimindan
degil yazim iislubu acisindan da vazgecilmez. Ozellikle bir¢ok énemli teoremin
kanitlarinin kiiciik pargalar halinde okuyucuya yaptirilmast egitsel acidan da ¢ok
dogru bir yaklagimdir.

Birinci iinite bu kitabi1 okuyabilmek icin gerekli olan topoloji, analiz ve dogru-
sal cebir konularinin bir 6zetini icermektedir. Her ne kadar bu konularin hemen
hemen hepsi lisans derslerinde goriilmiis olsa da, 6grencilerin lisans iistii egiti-
me bircok eksikle bagladig1 goze carpmaktadir. Ornegin matematikteki en 6nemli
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yvapilardan biri olan boliim kiimeleri, gruplari, uzaylar gibi ¢ok temel konular
doktora ogrencilerinin zihninde dahi tam oturmamig olabiliyor. Bunun yaninda
lisans egitiminin ilk yillarinda goériilen dogrusal cebir konularimin hizlica gézden
gecirilmesi yerinde olabilir. Kitabin biitiinliigiinii korumak amaciyla bu iinitede,
Diferansiyel Denklemlerin Varlik ve Teklik Teoremi, Ters Fonksiyon Teoremi ve
dogrusal operatorlerin temel formlar: kanitlariyla verilmistir. Unite icinde yer kal-
madig i¢in bahsedemedigimiz baz 6nemli detaylar ise aligtirmalarda karginiza
cikacaktir.

Tkinci {inite ise kitabin temel unsurlari olan manifoldlarin tanimi ile baghyor.
Teget vektor ve teget vektor demetinin yapisi verildikten sonra, manifoldlarin Ok-
lit uzayina gémiilmesi i¢in hazirlik yapiyoruz. Bu kapsamda sonraki iinitelerde de
siirekli yararlanacagimiz Sard Teoremi’ni kanit1 ile verecegiz. Tikiz manifoldlarin
gomiilmesi konusunu bu iinite icinde iglerken, tikiz olmayanlarin gémiilmesi konu-
sunu aligtirmalarda okuyucuya birakacagiz. Bu iglemler icin gerekli olan Birimin
Ayrigimi1 Teoremi'ni de kanitiyla sunacagiz. Daha sonra manifoldlar iizerinde tii-
revlenebilir formlar1 ve Stokes’ Teoremi’ni verecegiz. Bunu yaparken vektor uzay-
larinin ve manifoldlarin yonlendirilmesi konusunu son derece dikkatle yapmaya
calisacagiz. Bu baglamda karmagik manifoldlar {izerindeki dogal yonlendirmeden
bahsedecek ve bu dogal yonlendirmenin garpici sonuclarindan bir iki 6rnek su-
nacagiz. Oklit uzay1 icindeki disk ve kiirelerin hacimlerini hesaplama igini de bu
iiniteye sikigtiracagiz.

Uciincii iinite manifoldlarin Euler sinifinin manifold {izerindeki herhangi bir
Riemann metriginin egriligi cinsinden ifade edilebilmesi icin gerekli alt yapiy1
olusturmak amaciyla yazilmistir. Ilk 6nce manifold tizerinde verilen bir vektor
alaninin integralinin varhigini gésterdik. Daha sonra bunu kullanarak Lie tiirevini
tammladik ve Lie tiirevinin temel &zelliklerini ¢ikardik. Diger taraftan, manifold
lizerine Riemann metrigi koyduktan sonra jeodeziklerden bahsetmemek olmaz-
di. Jeodezik egri diferansiyel denkleminin Fourier Serileri yardimiyla standart ol-
mayan bir kamitini da bu {initeye koyduk. Ayrica manifoldlar iizerinde jeodezik-
konveks komguluklarin varligini Spivak’in kitabindaki sunumu ([36]) takip ederek
yaptik. Daha sonra vektor demetlerini ve demetlerin cebirini tamimladik. Teget
vektor demetinde oldugu gibi bu demetler iizerine de metrik koyarak demetlerin
geometrisini baglant1 ve egrilik formlar yardimiyla anlamaya galigtik. Egrilik for-
munu altinci iinitede Euler sinifin1 tanimlamak i¢in kullanacagiz. Bu iinite, Poin-
caré Yari Diizlemi’'nin jeodeziklerinin belirlenmesi ve jeodeziklerin bir uygulamasi
olan Tiip Komguluk Teoremi ile sona erdi.

Dérdiincii iinite De Rham Kohomolojisinin tanimi ile baghiyor. Cemberin koho-
molojisini dogrudan hesapladiktan sonra bunun uygulamas: olarak sarilma, dén-
me ve gecisme sayilarini tanimlayip cesitli hesaplamalar yapacagiz. Daha sonra
iki boyutlu kiirenin kohomolojilerini dogrudan hesaplayip burada kullanilan fikir-
leri homolojik cebirle birlegtirerek Mayer-Vietoris dizisini olusturacagiz. Bu di-
zi yardimiyla kiirelerin ve baz diger manifoldlarin kohomoloji vektor uzaylarini



belirledik. Poincaré izomorfizmasin kanitlayabilmek icin tikiz destekli kohomolo-
jiyi tamimlayacagiz ve bu kohomoloji teorisini kullanarak manifoldlar arasindaki
fonksiyonlarin derecesini tamimlayip hesaplamalar yapacagiz. Bu hesaplamalar-
dan birisi daha ¢ok cebirsel topoloji kitaplarinda bulunan, bir kiireden kendisine
giden ve derecesi sifir olan fonksiyonlarin sabite homotopik oldugunun kamitlan-
masidir. Bu kanit oldukca teknik oldugu i¢in, bu sonucun ¢cemberler icin olan 6zel
hali, aym fikirler yardimiyla aligtirmalarda kanitlanmaktadir. Bu {inite Poincaré
[zomorfizmasi ve baz1 uygulamalar: ile bitecektir.

Besinci iinite kesigim teorisinin kurulugu ile baglayacaktir. Daha sonra alt
manifoldlarin Poincaré dualini tamimlayip, bunu alt manifoldlarin kesigimlerin-
den yararlanarak kohomoloji halkalarinin hesaplanmasinda kullanacagiz. Ayrica
alt manifoldlarin Poincaré dualini kullanarak Gysin Tam Dizisi'ni olugturacagiz.
Bu diziyi ise Leray-Hirsch ve Kiinneth teoremlerini kanitlamakta kullanacagiz.
Bu iinitede ayrica Poincaré-Hopf Teoremi’ni ve Lefschetz Sabit Nokta Teoremi’ni
kamtlayacagiz. Temel bazi 6rneklerde alt manifoldlarin kesigimlerini dogrudan he-
saplayacagiz. Bunlarin icinde karmagik projektif uzay icindeki alt manifoldlarin
kesigimleri ve gercel projektif diizlemin karmagik diizlem iginde kendisi ile kesigimi
yer alacaktir. Cebirsel egriler teorisinin en temel sonuclarindan olan Bezout Teo-
remi, Riemann-Hurwitz Teoremi ve Hurwitz Teoremi’nin kanitlar: ile bu tiniteyi
bitirecegiz. Cebirsel egriler ve yiizeyler cebirsel geometrinin yani sira diferansiyel
geometri ve topoloji agisindan da c¢ok zengin bir 6rnek kaynagidir. Bu {initenin
aligtirmalart kuadratik formlarin Arf degigmezinin ve bunun uygulamasi olan to-
polojik Arf degigmezinin bir sunumunu da igermektedir.

Altinc1 ve son iinite Euler karakteristik sinifinin kurulugu ile baglayacak. Gauss-
Bonnet Teoremi’nin kanmitini verdikten sonra karmagik vektor demetlerinin Chern
karakteristik simflarim tanimlayacagiz. Chern siniflarinin bir uygulamas: olarak
“yan yana gelme esitligi"ni verecegiz. Buradan da Derece-Cins formiiliinii elde
edecegiz. Ashinda degisgik fikirler icerdigi icin Derece-Cins formiiliiniin Chern ka-
rakteristik simiflarimi kullanmayan bir bagka kanitin1 da sunacagiz. Bu yaklasim
ayni dereceye sahip tiim cebirsel egrilerin olugturdugu uzayin (bir cesit Modu-
li Uzay1) incelenmesine dayamr ve egriler digindaki diger cebirsel (ylzeyler veya
yiiksek boyutlu) nesnelere de uygulanabilir. Son olarak tiirevlenebilir manifold-
larin Pontryagin karakteristik siniflarini ve sayilarini tanimlayip bu sayilarin ba-
z1 topolojik uygulamalarini gorecegiz. Bu uygulamalardan en dikkat cekici olani
Milnor’un 1962 yilinda kendisine Fields Madalyasi kazandiran ¢aligmalarindan bi-
ri olan 7-boyutlu egzotik kiireler ile ilgili 1956 tarihli caligmasidir ([28]). Annals
of Mathematics dergisinde yayinlanan 6 sayfalik makale son derece anlasilabilir
olmakla beraber tekil homoloji dilini kullandig: i¢in kitaba dogrudan konulama-
di. Milnor’un makalesini takip ederken tekil homoloji igeren béliimlerini kitabin
biitiinliigiinti korumak adina De Rham Kohomolojisi ile degistirecegiz.

Dikkatli okuyucularimiz Gauss-Bonnet Teoremi’nin yaygin olarak bilinen ve
Gauss’un jeodezik {icgenlerle ilgili sonucunu kullanan kanitim1 vermedigimizi fark
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edeceklerdir. Bunun 6nemli bir nedeni bu kamitin tikiz yiizeylerin bir tiggenleme
kabul ettigi gercegini kullanmasidir. Bu sonug ilk olarak 1925 yilinda Radé [32]
tarafindan kanitlanmigtir. Fakat Radé’nun vermisg oldugu kanit oldukga zordur ve
icerik olarak bu kitabin alaninin diginda kalir. Bu kitabin ele aldigi tiim konular
klasik sayilabilir. Bu nedenle kitabin icindeki muhtemel matematiksel hatalar ve
yazim yanliglart digindaki hi¢bir ifadenin 6zgiinliigii iddia edilmemektedir.

Kitab1 okumak isteyen veya derslerinde kullanmak isteyen akademisyenlere
faydali olabilecek birkag noktay1 belirtmek istiyorum: Birinci {inite kitabi rahat
sekilde takip edebilmek igin gerekli alt yapiy1 olugturmak icin yazilmigtir. Dolay:-
siyla, gerekli alt yapiya sahip okuyucular dogrudan bir sonraki iiniteye gecebilirler.
Diger taraftan lisans derslerinde pek zaman ayrilamayan Ters Fonksiyon Teoremi
ile Diferansiyel Denklemlerin Varlik ve Teklik Teoremi’ni kanitlariyla sunuyoruz.
Ayrica boyutu sonlu olan vektor uzaylar tizerinde tanimli dogrusal operatérlerin
temel formlar detaylariyla okuyucuya sunulmustur.

Bir dénemlik tiirevlenebilir manifoldlar dersi i¢in gdyle bir yol izlenebilir: Birin-
ci tinitenin gerekli goriilen yerleri hizlica yapildiktan sonra ikinci iinite detaylariyla
yapilmalidir. Uciincii iiniteden sadece 3.1 yapilarak yola devam edilebilir. Dér-
diinci iiniteden ise sadece 4.1, 4.2 ve 4.3.1 iglenerek ders bitirilebilir. Diferansiyel
geometri derslerinden Gauss egriligini gdrmiis bir 6grenci grubuna Sonug 6.1.11
(Gauss-Bonnet Teoremi) ve bunu takip eden kamt da verilebilir.

Eger iki dénemlik bir plan yapilmak isteniyorsa tiim kitap okunabilir. Yine
ogrencilerin diger derslerde gdrmiis olduklari konular hizli bir gekilde hatirlati-
larak gecilebilir. Bu kitabi cahigan bir 6grenci tiirevlenebilir manifoldlarin temel
ozelliklerinin yani sira vektor demetleri ve karakteristik simiflar konusunda da te-
mel bilgilere kavugmug olacaklardir. Ayrica cebirsel topolojinin konular: olan tikiz
destekli kohomoloji, derece teorisi, Leray-Hirsch ve Kiinneth teoremlerini de gor-
miis olacaklardir. Diger taraftan, cebirsel topoloji derslerinde 6nemli bir yer tutan
Temel Grup ve Ortii Uzaylar: ise kitabimizda yer almamaktadir.

Ulkemizdeki bir ¢ok lisans iistii program cebir ve diferansiyel geometri alan-
larinda oldukca kuvvetlidir. Diger taraftan, diferansiyel topoloji, cebirsel topoloji
ve cebirsel geometri konularinda biiyiik eksiklikler vardir. Bu nedenle ilk {i¢ {inite
bir¢ok okulda hizli bir gekilde islenebilecekken kitabin geri kalaninda daha yavas
ve dikkatli olunmalidir. Muhtemel zaman darliklarindan dolay: baz teoremlerin
kanitlar1 &grencilere birakilabilir. Ayrica aligtirmalar 6grencilerin en fazla zaman
harcamasi gereken yerlerdir. Aligtirmalar 6grenci tarafindan konular1 6ziimsemek
adina birer firsat olarak goriilmelidir. Problem ¢dzmeden matematik 6grenmeyi
beklemek, yiizmeyi veya bisiklete binmeyi iyi bilen birini seyrederek bunlari 6gren-
meyi beklemeye benzer. Bunun ise pek miimkiin olmadig tecriibelerimizle sabittir.

Kapak Sayfalar1 Hakkinda

Arka kapaktaki resimde yer alan heykel ODTU Mimarlhk Fakiiltesi 6niinde
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bulunmaktadir. ‘Isimsiz Heykel’ olarak bilinen bu heykel 1982 yilinda Rolf West-
phall tarafindan yapilmigtir. Heykel uzayda herhangi ikisi aykir1 olan {i¢ dogrudan
olugsmaktadir. Uzayda herhangi ikisi aykir1 olan n dogrunun durumlar: (konfi-
giiragyonlar1) énemli ve zor bir problemdir. Problemin ancak n < 7 oldugu
durumlarda ¢6ziimii vardir. Bu konuyla ilgili kapsaml bir makale [42] nolu refe-
ransta bulunmaktadir.

Kapaklar grafik tasarimcist Idil Ayce Aba tarafindan hazirlanmistar.
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